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Ñîäåðæàíèå

Íà÷àëüíîå îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà
è îáùåå íåðàâåíñòâî Þíãà.
Êîíêðåòèçàöèÿ îïðåäåëåíèÿ â ñëó÷àå âûïóêëûõ ôóíêöèé.
Èíâîëþòèâíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà âûïóêëîé ôóíêöèè.
Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ è êîììåíòàðèé.
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Íà÷àëüíîå îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà è
îáùåå íåðàâåíñòâî Þíãà.

Ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà ôóíêöèè f ïåðåìåííîé x íàçûâàåòñÿ
íîâàÿ ôóíêöèÿ f ∗ íîâîé ïåðåìåííîé x∗, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíè-
åì
(1) f ∗(x∗) := sup

x
(x∗x− f(x)),

ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî ïåðåìåííîé x ïðè ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè x∗.
Óïðàæíåíèÿ.
1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèÿ f ∗ âûïóêëà íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäå-

ëåíèÿ.
2. Íàðèñóéòå ãðàôèê ôóíêöèè f , ïðÿìóþ x∗x è óêàæèòå ãåîìåò-

ðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû f ∗(x∗).
3. Íàéäèòå f ∗(x∗), êîãäà f(x) = |x| è êîãäà f(x) = x2.
4. Çàìåòüòå, ÷òî èç (1), î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî

(2) x∗x ≤ f ∗(x∗) + f(x)

ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ x∗, x èç îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèé f ∗ è f ñîîòâåòñòâåííî. Ñîîòíîøåíèå (2) îáû÷íî íàçûâàåò-
ñÿ îáùèì íåðàâåíñòâîì Þíãà èëè íåðàâåíñòâîì Þíãà-Ôåíõåëÿ, à
ôóíêöèþ f ∗, íàïðèìåð, â âûïóêëîì àíàëèçå ÷àñòî íàçûâàþò äâîé-
ñòâåííîé ïî Þíãó ê ôóíêöèè f .
Êîíêðåòèçàöèÿ îïðåäåëåíèÿ â ñëó÷àå âûïóêëûõ ôóíê-

öèé.
Åñëè áû âåðõíÿÿ ãðàíü, ôèãóðèðóþùàÿ â îïðåäåëåíèè (1), äîñòè-

ãàëàñü â íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êå x îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèè f , à ñàìà ýòà ôóíêöèÿ áûëà áû ãëàäêîé (èëè ïî êðàéíåé ìåðå
äèôôåðåíöèðóåìîé), òî ìû íàøëè áû, ÷òî
(3) x∗ = f ′(x)

è ïðè ýòîì
(4) f ∗(x∗) = x∗x− f(x) = xf ′(x)− f(x).

Òåì ñàìûì â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà êîíêðåòèçèðó-
åòñÿ â âèäå ðàâåíñòâ (3),(4), èç êîòîðûõ ïåðâîå äàåò àðãóìåíò x∗, à
âòîðîå � çíà÷åíèå f ∗(x∗) ôóíêöèè f ∗ � ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà
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ôóíêöèè f . (Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð xf ′(x) − f(x) âñòðå÷àëñÿ óæå
ó Ýéëåðà.)

Åñëè ôóíêöèÿ f ê òîìó æå åùå è âûïóêëà, òî,
âî-ïåðâûõ, óñëîâèå (3) âûäåëèò íå ïðîñòî ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì,

à ëîêàëüíûé ìàêñèìóì (ïðîâåðüòå!), êîòîðûé â ýòîì ñëó÷àå, î÷å-
âèäíî, áóäåò è àáñîëþòíûì ìàêñèìóìîì;

âî-âòîðûõ, ââèäó ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ïðîèçâîäíîé ñòðîãî
âûïóêëîé ôóíêöèè, óðàâíåíèå (3), äëÿ òàêîé ôóíêöèè îäíîçíà÷íî
ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî x.

Åñëè óðàâíåíèå (3) äîïóñêàåò ÿâíîå ðåøåíèå x = x(x∗), òî, ïîä-
ñòàâëÿÿ åãî â (4), ïîëó÷èì ÿâíîå âûðàæåíèå f ∗(x∗).
Óïðàæíåíèÿ.
1. Íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ôóíêöèè 1

α
xα ïðè α > 1 è

ïîëó÷èòå êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Þíãà

(5) ab ≤ 1

α
aα +

1

β
bβ,

ãäå 1
α

+ 1
β

= 1.
2. Êàêîâà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ãëàä-

êîé ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèè f , èìåþùåé àñèìïòîòàìè ïðÿìûå
ax è bx ïðè x → −∞ è x → +∞ ñîîòâåòñòâåííî?

3. Íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ôóíêöèè åx è äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî

(6) xt ≤ ex + t ln
t

e
.

Èíâîëþòèâíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà âûïóêëîé
ôóíêöèè.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ñîîòíîøåíèå (2) èëè ýêâèâàëåíòíîå åìó
íåðàâåíñòâî
(7) f(x) ≥ xx∗ − f ∗(x∗)

âûïîëíåíî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ x, x∗ èç îáëàñòåé îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèé f è f ∗ ñîîòâåòñòâåííî.

Âìåñòå ñ òåì, êàê ïîêàçûâàþò ôîðìóëû (3), (4), åñëè x è x∗ ñâÿ-
çàíû ñîîòíîøåíèåì (3), òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî (7) îáðàùàåòñÿ
â ðàâåíñòâî, ïî êðàéíåé ìåðå â ñëó÷àå ãëàäêîé ñòðîãî âûïóêëîé
ôóíêöèè f . Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå (1) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíä-
ðà, çàêëþ÷àåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
(8) (f ∗)∗ = f.
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Èòàê, ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ãëàäêîé ñòðîãî âûïóêëîé ôóíê-
öèè èíâîëþòèâíî, ò.å. ïîâòîðíîå åãî ïðèìåíåíèå ïðèâîäèò ê èñõîä-
íîé ôóíêöèè.
Óïðàæíåíèÿ.
1. Âåðíî ëè, ÷òî f ∗∗ = f äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè f?
2. Âåðíî ëè, ÷òî f ∗∗∗ = f ∗ äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè f ?
3. Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (4), ñ ó÷åòîì (3) è ïðè óñëîâèè,

÷òî f
′′
(x) 6= 0, ïîêàæèòå, ÷òî x = f ∗(x∗) è, ñëåäîâàòåëüíî, f(x) =

xx∗ − f ∗(x∗) (èíâîëþòèâíîñòü).
4. Ïðîâåðüòå, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ x, x∗, ñâÿçàííûõ ðà-

âåíñòâîì (3), f ′′(x) = 1/(f ∗)
′′
(x∗) è f (3)(x) = −(f ∗)(3)(x∗)/((f ∗)

′′
)2(x∗).

5. Ñåìåéñòâî ïðÿìûõ px+ p4, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà p, ÿâëÿåò-
ñÿ ñåìåéñòâîì êàñàòåëüíûõ ê íåêîòîðîé êðèâîé (îãèáàþùåé ýòîãî
ñåìåéñòâà). Íàéäèòå óðàâíåíèå ýòîé êðèâîé.

Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ è êîììåíòàðèé.
Â ðàìêàõ ðàçãîâîðà î âûïóêëûõ ôóíêöèÿõ ìû äàëè íà÷àëüíûå

ïðåäñòàâëåíèÿ î ïðåîáðàçîâàíèè Ëåæàíäðà íà óðîâíå ôóíêöèé îä-
íîé ïåðåìåííîé. Îäíàêî óæå îíè îáëåã÷àò âîñïðèÿòèå ýòîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ è ðàáîòó ñ íèì â ðÿäå âàæíûõ áîëåå îáùèõ ñëó÷àÿõ
ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà â òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå,
òåðìîäèíàìèêå, óðàâíåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, âàðèàöèîí-
íîì èñ÷èñëåíèè, âûïóêëîì àíàëèçå, êîíòàêòíîé ãåîìåòðèè,... ñ êî-
òîðûìè ìíîãèì åùå ïðåäñòîèò èìåòü äåëî.

Òàì áóäóò ïðîàíàëèçèðîâàíû ðàçëè÷íûå äåòàëè è âîçìîæíûå
ðàçâèòèÿ ñàìîãî ïîíÿòèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà. Çäåñü æå äî-
áàâèì òîëüêî ñëåäóþùåå. Êàê ïîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (3) àðãóìåí-
òîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ èëè, ðàâíî-
ñèëüíî òîìó, äèôôåðåíöèàë èñõîäíîé ôóíêöèè.

Åñëè áû àðãóìåíò x áûë, íàïðèìåð, âåêòîðîì ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì <,>, òî îáîáùåíèåì
îïðåäåëåíèÿ (1), åñòåñòâåííî, áûëî áû ñîîòíîøåíèå
(9) f ∗(x∗) := sup

x
(< x∗, x > −f(x)).

Åñëè ïîä x∗ âîîáùå ïîíèìàòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ íà ïðîñòðàíñòâå
X, ò.å. ñ÷èòàòü, ÷òî x∗ � ýëåìåíò äâîéñòâåííîãî X ïðîñòðàíñòâà
X∗ è äåéñòâèå x∗ íà âåêòîð x, ò.å. x∗(x), ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àòü
÷åðåç < x∗, x >, òî îïðåäåëåíèå (9) ñîõðàíèòñÿ è áóäåò ñîâñåì ÿñíî,
÷òî åñëè ôóíêöèÿ f áûëà îïðåäåëåíà íà îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà X,
òî åå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà f ∗ îêàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííûì â
îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà X∗, äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâó X.


